
Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ
êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ

Íåðàâåíñòâî Êîøè

Ïóñòü ÷èñëà x1, x2, . . . , xn > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè:

n
1
x1

+ . . .+ 1
xn

⩽ n
√
x1 · x2 · . . . · xn ⩽

x1 + . . .+ xn

n
. (1)

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ÷èñåë
x1, . . . , xn; âûðàæåíèå â ñðåäíåé ÷àñòè � èõ ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì, à â ëåâîé � ñðåäíèì
ãàðìîíè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà Êîøè. Ïåðâûé ñïîñîá.

Ëåììà 1. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ÷òî x1 · . . . ·xn = 1. Òîãäà
x1 + . . .+ xn ⩾ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 1 èìååì: x1 = 1, çíà÷èò, íåðàâåíñòâî
x1 ⩾ 1 ñïðàâåäëèâî. Áàçà èíäóêöèè ïðîâåðåíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n, òî åñòü äëÿ ëþ-
áûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x̃1, . . . , x̃n, òàêèõ, ÷òî x̃1 · . . . · x̃n = 1, âûïîëíåíî: x̃1+ . . .+ x̃n ⩾ n
(ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè).

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ n+1 (øàã èíäóêöèè). Òî åñòü íóæíî äî-
êàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn+1, òàêèõ, ÷òî x1 · . . . · xn+1 = 1,
áóäåò âûïîëíåíî: x1 + . . . + xn+1 ⩾ n + 1. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå
x1 = x2 = . . . = xn+1 = 1 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî. Åñëè æå íå âñå ÷èñëà ðàâíû åäèíèöå,
òî ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ïàðà ÷èñåë, îäíî èç êîòîðûõ áóäåò ìåíüøå 1, à äðóãîå
� áîëüøå (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë ðàâíî 1). Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, îáîçíà÷èì ÷èñëî, ìåíüøåå 1, ÷åðåç xn, à ÷èñëî, áîëüøåå 1 � ÷åðåç xn+1. Äàëåå
ïîëîæèì x̃1 = x1, ... , x̃n−1 = xn−1, à x̃n = xn ·xn+1. Ïîëó÷èì, ÷òî x̃1 · . . . · x̃n = 1. Çíà÷èò, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè x̃1+ . . .+ x̃n ⩾ n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x1+ . . .+xn−1+xn ·xn+1 ⩾ n.
Â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîáàâèì è âû÷òåì âûðàæåíèå xn + xn+1:

x1 + . . .+ xn−1 + xn + xn+1 + xn · xn+1 − xn − xn+1 ⩾ n.

Îòñþäà

x1 + . . .+ xn−1 + xn + xn+1 ⩾ n− xn · xn+1 + xn + xn+1 = n+ 1− (xn − 1)(xn+1 − 1).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî n+ 1− (xn − 1)(xn+1 − 1) > n+ 1, òàê êàê (xn − 1)(xn+1 − 1) < 0,
ïîñêîëüêó xn < 1, à xn+1 > 1. Óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn îáîçíà÷èì x1 ·. . .·xn = an,
òîãäà

x1

a
· . . . xn

a
= 1. Ñîãëàñíî ëåììå,

x1

a
+ . . .+

xn

a
⩾ n, îòêóäà

x1 + . . .+ xn

n
⩾ a = n

√
x1 · . . . · xn.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà Êîøè äîêàçàíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà â ëåâîé ÷àñòè

äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü ê ÷èñëàì
1

x1

, . . . ,
1

xn

. Çàìåòèì åùå, ÷òî ïðè äîêà-

çàòåëüñòâå ëåììû ìû ôàêòè÷åñêè ïîêàçàëè, ÷òî ëèáî x1 = x2 = . . . = xn = 1, ëèáî
x1 + . . .+ xn > n. Çíà÷èò, çíàê ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâå Êîøè äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x1 = . . . = xn.

Âòîðîé ñïîñîá. Áóäåì äîêàçûâàòü ïðàâîå íåðàâåíñòâî, ïîñêîëüêó ëåâîå èç íåãî ëåãêî
ñëåäóåò. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå n = 2m äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî m. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî m. Ïðè m = 1 ïîëó÷àåì: n = 2, x1, x2 > 0, òîãäà

íåðàâåíñòâî x1 · x2 ⩽

(
x1 + x2

2

)2

ðàâíîñèëüíî (x1 − x2)
2 ⩾ 0 � âåðíî. Áàçà èíäóêöèè

ïðîâåðåíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N, ò. å.

x1 · . . . · x2m ⩽

(
x1 + . . .+ x2m

2m

)2m

.

Òîãäà

x1·. . .·x2m+1 = (x1·. . .·x2m)·(x2m+1·. . .·x2m+1) ⩽

(
x1 + . . .+ x2m

2m

)2m

·
(
x2m+1 + . . .+ x2m+1

2m

)2m

⩽

⩽

( x1+...+x2m

2m
+

x2m+1+...+x2m+1

2m

2

)2
2m

=

(
x1 + . . .+ x2m+1

2m+1

)2m+1

.

Ïóñòü òåïåðü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà íàéäåì òàêîå m ∈ N, ÷òî 2m > n

è îáîçíà÷èì A =
x1 + . . .+ xn

n
; y1 = x1, ... , yn = xn, yn+1 = . . . = y2m = A. Ïîëó÷èì

x1 · . . . · xn · A2m−n = y1 · . . . · y2m ⩽

(
y1 + . . .+ y2m

2m

)2m

=

=

(
x1 + . . .+ xn + A · (2m − n)

2m

)2m

=

(
A · n+ A · (2m − n)

2m

)2m

= A2m ,

îòêóäà

x1 · . . . · xn ⩽ An =

(
x1 + . . .+ xn

n

)n

.

Íåðàâåíñòâî ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü α ̸= 0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà

( n
√
x1 · . . . · xn)

α
= n
√
xα
1 · . . . · xα

n ⩽
xα
1 + . . .+ xα

n

n
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè α > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

n
√
x1 · . . . · xn ⩽

(
xα
1 + . . .+ xα

n

n

)1/α

,
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à ïðè α < 0 � íåðàâåíñòâî

n
√
x1 · . . . · xn ⩾

(
xα
1 + . . .+ xα

n

n

)1/α

.

Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b). Íà-
çîâåì åå âûïóêëîé ââåðõ (âíèç), åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1, x2 ∈ (a, b) ãðàôèê ôóíêöèè
íà èíòåðâàëå ìåæäó òî÷êàìè x1 è x2 ëåæèò íå íèæå (íå âûøå) õîðäû A1A2, ãäå
A1 = (x1, f(x1)), A2 = (x2, f(x2)).

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà x ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x1 è x2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
x = λ1x1 + λ2x2, ãäå λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1. Óðàâíåíèå õîðäû A1A2 èìååò âèä

x− x1

x2 − x1

=
y − f(x1)

f(x2)− f(x1)
.

Ïîäñòàâèì x = λ1x1 + λ2x2, ïîëó÷èì

λ1x1 + λ2x2 − x1

x2 − x1

=
(λ1 − 1)x1 + λ2x2

x2 − x1

=
λ2(x2 − x1)

x2 − x1

= λ2 =
y − f(x1)

f(x2)− f(x1)
,

îòêóäà y = λ2f(x2)− λ2f(x1) + f(x1) = λ1f(x1) + λ2f(x2). òîãäà óñëîâèå òîãî, ÷òî ãðàôèê
ôóíêöèè ëåæèò íå íèæå (íå âûøå) õîðäû, äàåò íåðàâåíñòâî Éåíñåíà: ïóñòü ôóíêöèÿ f
âûïóêëà ââåðõ íà èíòåðâàëå (a, b); òîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ (a, b), äëÿ ëþáûõ λ1, λ2 > 0,
λ1 + λ2 = 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(λ1x1 + λ2x2) ⩾ λ1f(x1) + λ2f(x2). (2)

Äëÿ ôóíêöèè, âûïóêëîé âíèç, ñïðàâåäëèâî ñîîòâåòñòâåííî

f(λ1x1 + λ2x2) ⩽ λ1f(x1) + λ2f(x2). (3)

Ìîæíî äîêàçàòü îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Éåíñåíà: ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëà ââåðõ (âíèç)
íà èíòåðâàëå (a, b); òîãäà äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ (a, b), äëÿ ëþáûõ λ1, . . . , λn > 0,
λ1 + . . .+ λn = 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(λ1x1 + . . .+ λnxn) ⩾ (⩽)λ1f(x1) + . . .+ λnf(xn). (4)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x2, îíà âûïóêëà âíèç íà ëþáîì èíòåðâàëå. Ïîëîæèì â

íåðàâåíñòâå (4) λ1 = . . . = λn =
1

n
, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x1, . . . , xn ñïðàâåäëèâî(

x1 + . . .+ xn

n

)2

⩽
x2
1 + . . .+ x2

n

n
.

Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì:

x1 + . . .+ xn

n
⩽

√
x2
1 + . . .+ x2

n

n
.
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Íåðàâåíñòâî Þíãà

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Éåíñåíà ê ôóíêöèè f(x) = lnx. Ïóñòü a, b� ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà;

p, q > 1 òàêîâû, ÷òî
1

p
+

1

q
= 1 (òàêèå ÷èñëà íàçûâàþò ñîïðÿæåííûìè). Ïîëîæèì x1 = ap,

x2 = bq, λ1 =
1

p
, λ2 =

1

q
. Òîãäà (ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ lnx ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ íà

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè):

ln

(
ap

p
+

bq

q

)
= ln(λ1x1 + λ2x2) ⩾ λ1 lnx1 + λ2 lnx2 =

1

p
lnx1 +

1

q
lnx2 =

= ln
(
x
1/p
1 · x1/q

2

)
= ln

(
(ap)1/p · (bq)1/q

)
= ln(ab),

îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Þíãà: ïóñòü a, b > 0, p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1, òîãäà

ap

p
+

bq

q
⩾ ab. (5)

Íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà

Ïóñòü xk, yk, k = 1, . . . , n � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå k

îò 1 äî n è ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå Þíãà a =
xk(

n∑
k=1

xp
k

)1/p
, b =

yk(
n∑

k=1

yqk

)1/q
, ãäå p, q �

ñîïðÿæåííûå èíäåêñû. Òîãäà

xkyk(
n∑

k=1

xp
k

)1/p

·
(

n∑
k=1

yqk

)1/q
= ab ⩽

ap

p
+

bq

q
=

xp
k

p
n∑

k=1

xp
k

+
yqk

q
n∑

k=1

yqk

.

Ïðîñóììèðóåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ïî k îò 1 äî n:

n∑
k=1

xkyk(
n∑

k=1

xp
k

)1/p

·
(

n∑
k=1

yqk

)1/q
⩽

n∑
k=1

xp
k

p
n∑

k=1

xp
k

+

n∑
k=1

yqk

q
n∑

k=1

yqk

=
1

p
+

1

q
= 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà:

n∑
k=1

xkyk ⩽

(
n∑

k=1

xp
k

)1/p

·

(
n∑

k=1

yqk

)1/q

(6)

äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ xk, yk, k = 1, . . . , n.
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Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî

Ïóñòü xk, yk ∈ R, k = 1, . . . , n; p > 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî(
n∑

k=1

|xk + yk|p
)1/p

⩽

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p

+

(
n∑

k=1

|yk|p
)1/p

. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q ñîïðÿæåííûé èíäåêñ ê ÷èñëó p, òîãäà
1

q
= 1− 1

p
=

p− 1

p
, ñëåäîâàòåëüíî, q =

p

p− 1
. Ïîëó÷èì

n∑
k=1

|xk + yk|p =
n∑

k=1

|xk + yk| · |xk + yk|p−1 ⩽
n∑

k=1

|xk| · |xk + yk|p−1 +
n∑

k=1

|yk| · |xk + yk|p−1 ⩽

(ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà) ⩽

(
n∑

k=1

xp
k

)1/p

·

(
n∑

k=1

|xk + yk|q(p−1)

)1/q

+

+

(
n∑

k=1

ypk

)1/p

·

(
n∑

k=1

|xk + yk|q(p−1)

)1/q

=

( n∑
k=1

xp
k

)1/p

+

(
n∑

k=1

ypk

)1/p
·

(
n∑

k=1

|xk + yk|p
) p−1

p

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà

(
n∑

k=1

|xk + yk|p
) p−1

p

, ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå

óòâåðæäåíèå.

Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü x, y � âåêòîðû (íà ïëîñêîñòè, â R3 èëè â ïðîèçâîëüíîì âåùå-
ñòâåííîì ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X). Èõ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçîâåì
îòîáðàæåíèå (·, ·) : X ×X → R, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì:
1) (íåîòðèöàòåëüíîñòü è íåâûðîæäåííîñòü) (x, x) ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ïðè÷åì
(x, x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;
2) (ñèììåòðè÷íîñòü) (x, y) = (y, x) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X;
3) (ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó) (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z) ïðè âñåõ α, β ∈ R,
x, y, z ∈ X.

Ïóñòü x, y ∈ X, x ̸= 0, λ ∈ R. Îáîçíà÷èì f(λ) = (λx+ y, λx+ y). Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâàì
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

0 ⩽ f(λ) = λ2(x, x) + 2λ(x, y) + (y, y).

Ïîëó÷èëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ïåðåìåííîé λ ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè
(x, x) > 0. Îí ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ λ ∈ R Òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò D ⩽ 0 èëè, ýêâèâàëåíòíî, 0 ⩾ D/4 = (x, y)2 − (x, x) · (y, y).
Ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

(x, y) ⩽
√
(x, x) · (y, y). (8)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîì λ0 ∈ R äîñòèãàåòñÿ çíàê ðàâåíñòâà, òî λ0x+ y = 0, ò. å.
âåêòîðû x è y êîëëèíåàðíû.
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